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基于犃犾狆犺犪稳定分布的二元响应变量回归模型

许　哲，　钱夕元

（华东理工大学理学院，上海２００２３７）

　　摘要：Ｌｏｇｉｔ模型是常用的针对二元响应变量的回归模型，当０１响应变量不平衡时，Ｌｏｇｉｔ模

型将会带来连接函数设定错误。为了更灵活地捕捉带偏和厚尾特征，提出了以Ａｌｐｈａ稳定分布作

为连接函数的二元响应变量回归模型，称之为稳定分布模型。借助期望传播近似贝叶斯计算（ＥＰ

ＡＢＣ）方法，克服了Ａｌｐｈａ稳定分布由于没有概率密度函数解析表达式所带来的困难，同时也解决

了高维运算所导致的低接收率的问题。结果表明该模型对平衡或不平衡二元响应变量数据拟合

和预测的效果均明显优于Ｌｏｇｉｔ、Ｐｒｏｂｉｔ、Ｃｌｏｇｌｏｇ和ＧＥＶ模型。
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　　在针对二元响应变量建立回归模型时，由于

Ｌｏｇｉｔ模型潜在变量的概率响应曲线是对称的，一

般性假设响应变量中的各类样本数目基本均衡，而

当０１响应变量样本数差异明显时，继续使用Ｌｏｇｉｔ

模型，将 会 产 生 连 接 函 数 设 定 错 误 （Ｌｉｎｋ

ｍｉｓｓｐｅｃｉｆｉｃａｔｉｏｎ），为参数的估计带来较大的偏差和

均方误差［１］。同时，Ｃｌｏｇｌｏｇ模型只有固定的偏度，

ＧＥＶ模型的形状参数同时控制偏度和尾部厚度，偏

度特征与尾部特征相互制约，使得模型拟合的灵活

性并没有完全放松［２］。

因此，针对不平衡的二元响应变量，应当选择

更加灵活的连接函数来捕捉数据的偏度特征，用以
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达到更好的拟合效果。鉴于 Ａｌｐｈａ稳定分布可以

很好地刻画数据偏度和尾部特征，本文采用 Ａｌｐｈａ

稳定分布作为连接函数构建了二元响应变量回归

模型，称为稳定分布模型。

１　稳定分布模型

假定二元响应变量狔犻 是取值为０、１的随机变

量，狔犻＝１表示事件在第犻个样本下发生，而狔犻＝０

表示事件在第犻个样本下不发生。因此，判断事件

在第犻个样本下发生概率的表达式为

狆犻＝Ｐｒ（狔犻＝１）＝犉（狓
Ｔ
犻β犮） （１）

其中：狓犻为犽维自变量向量；β犮 为犽维回归系数；犉

为累积分布函数，而犉－１称为连接函数。Ｌｏｇｉｔ模型

中犉－１（狆犻）＝ｌｇ（狆犻／（１－狆犻））；在 Ｐｒｏｂｉｔ模型中

犉－１（狆犻）＝Φ
－１（狆犻），Φ表示标准正态分布的累积分

布函数；Ｃｌｏｇｌｏｇ模型中犉
－１（狆犻）＝ｌｇ（－ｌｇ（１－

狆犻））；ＧＥＶ模型中犉
－１（狆犻）＝犌

－１（狆犻），犌表示标准

ＧＥＶ分布的累积分布函数。

除了高斯分布（α＝２）、柯西分布（α＝１，β＝０）和

Ｌéｖｙ分布（α＝１／２，β＝１）等少数几种情况外，Ａｌｐｈａ

稳定分布的概率密度函数和累积分布函数没有解

析表达式，通常可以用如下的特征函数来表示：

Φ犡（狋）＝

ｅｘ［ｐ犻δ狋－γα 狋 ｛α １＋犻β（ｔａｎπα２）·
　ｓｇｎ（狋）（γ狋

１－α
－１｝］） ，α≠１

ｅｘ［ｐ犻δ狋－γ ｛狋 １＋犻β
２

π
·

　ｓｇｎ（狋）ｌｇγ ｝］狋 ，α＝

烅

烄

烆
１

（２）

其中：ｓｇｎ（狋）＝狋／狋 ；犻
２＝－１；特征参数α∈（０，２］

刻画了分布的尾部特征，α越小拖尾越厚；对称参数

β∈ －１，［ ］１ 决定了分布的偏度，β＝０时称为对称稳

定分布，β＞０时分布右偏；γ＞０为尺度参数；δ∈瓗

为分布的位置参数。

依据特征函数的性质，稳定分布拥有连续且单

调的概率密度函数和累积分布函数［３］，因此，根据式

（１），稳定分布模型可以表示为

狆犻＝Ｐｒ（狔犻＝１）＝犛（狓
Ｔ
犻β犮α，β） （３）

其中，犛（狓α，β）表示标准 Ａｌｐｈａ稳定分布（γ＝１，

δ＝０）在狓 处的累积概率，连接函数 犉
－１（狆犻）＝

犛－１（狆犻）。α和β参数赋予了该模型在偏度或拖尾厚

度上更多的变化，使得稳定分布模型对于平衡或不

平衡的数据集都能进行良好的拟合。

由于犛（狓α，β）没有解析表达式，直接对稳定分

布模型的参数进行极大似然估计比较困难，而基于

特征函数的参数估计计算过程又较为复杂，因此本

文借助于期望传播近似贝叶斯计算（Ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ

ＰｒｏｐａｇａｔｉｏｎＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＢａｙｅｓｉａｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，

ＥＰＡＢＣ）方法进行参数估计。

２　ＥＰＡＢＣ方法

ＥＰＡＢＣ方法是综合了 ＡＢＣ方法和ＥＰ方法

而形成的一种贝叶斯推断方法［４］。

ＡＢＣ方法的提出是为了解决在似然函数难以

计算或表达情况下贝叶斯估计的困难［５］。它主要

通过对模型的模拟产生人工数据集，以选定的概

要统计量狊（·）（Ｓｕｍｍａｒｙｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ）作为度量，比

较人工数据集与实际观测数据在这个度量上的距

离，如果它们足够接近（小于设定的误差ε），则认

为用于模拟人工数据集的参数来自与真实后验分

布相同的分布，这样后验分布就可以直接通过数

值模拟进行估计，从而省去了似然函数的计算。

ＡＢＣ方法成功的关键取决于概要统计量狊（·）和

误差ε的选取，这对稳定分布模型参数估计构成了

一定的挑战；另外，标准 ＡＢＣ方法计算还存在效

率不高的缺点。

ＥＰ方法是寻找一个目标分布狆（θ狔）的近似分

布狇（θ）用以对目标分布进行估计。一般地，假设将

数据分成 犓 个部分，则第犻个分块的似然函数为

狆（狔犻θ），再设先验为狆（θ），则目标后验分布可表示

为狆（θ狔）∝狆（θ）∏
犓

犻＝１
狆（狔犻θ），相应地，近似分布也可

因式分解为狇（θ）＝狆（θ）∏
犓

犽＝１
狇犽（θ），通过依次更新位点

狇犽（θ），使得近似分布与目标分布更为接近。ＥＰ算

法的核心是构造适当的混合分布犺犽（θ）＝狆（狔犽 θ）

狇－犽（θ）（Ｈｙｂｒｉｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ），寻找与混合分布 ＫＬ

散度（ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ）最小的分布来

更新位点狇犽（θ），继而达到对目标后验分布的最优近

似［６］，其中狇－犽（θ）＝狇（θ）／狇犽（θ）称为空心分布

（Ｃａｖｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）。

对于稳定分布模型，似然函数没有解析的表达

式，这会使混合分布也同样不能被解析表达，最小

化ＫＬ散度的运算是十分困难的。ＥＰＡＢＣ方法就

是利用ＡＢＣ方法替代最小化ＫＬ散度的过程来估

计混合分布的矩。令概要统计量取狊（狔犻）＝狔犻，则在

ＥＰＡＢＣ方法下，参数为θ＝（β犮，α，β）的稳定分布模

型联合后验分布表示为
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狆（θ狔）∝狆（β犮α，β）狆（αβ）狆（β）·

　∏
犓

犻＝１∫狆
（狔犻 狓犻，θ）１ 狔犻－狔


犻 ≤｛ ｝ε ｄ狔

｛ ｝犻 （４）

其中：狆（β）为β的先验；狆（β犮 α，β）和狆（αβ）分别是

β犮和α的条件先验。

ＥＰＡＢＣ方法不但克服了 ＥＰ方法中最小化

ＫＬ散度的计算困难，而且明显优于标准 ＡＢＣ方

法。ＥＰＡＢＣ方法每次只需处理一个数据点，而且

对每个数据点构建一维的概要统计量狊（狔犻）＝狔犻，这

样狊（·）充分包含了数据点狔犻 的信息，从而避免了

高维时概要统计量选择不当所带来的估计偏差。

特别地，对于二元响应变量，距离函数只有０和１两

种 取 值，当 狔犻－狔

犻 ＝０ 时 接 收 狔


犻 ，而 当

狔犻－狔

犻 ＝１时拒绝狔


犻 ，可以有效消除误差ε设定

不当带来的影响，这在一定程度上保证了稳定分布

模型的求解精度和效率。

３　数值模拟实验

３．１　模拟数据集

在二元响应变量回归模型中，线性回归部分模

拟产生１个截距项犡１ 和４个解释变量（犡２，犡３，

犡４，犡５），对应的回归系数设为β犮＝（β１，β２，β３，β４，

β５），其中，设定犡２ 为服从标准正态分布的连续变

量，犡３ 为服从伯努利分布的二元０１虚拟变量，犡４

和犡５ 为三分类的类别变量，且令样本容量为狀＝

２００。分别模拟产生两组服从狀维伯努利分布的二

元响应变量：一组为基于Ｃｌｏｇｌｏｇ模型产生的不平

衡数据集，回归系数设为β犮＝（０．５，１，１，０．５，－２），

称为模拟数据集１；另一组为基于Ｐｒｏｂｉｔ模型产生

的平衡数据集，回归系数设为β犮＝（０．５，２，－１，１．５，

－２），称为模拟数据集２。

为了验证稳定分布模型对不平衡的模拟数据

１和平衡的模拟数据集２都能进行很好的估计，

从而进一步展示 Ａｌｐｈａ稳定分布连接函数的灵活

性，将稳定分布模型的估计结果与 Ｌｏｇｉｔ、Ｐｒｏｂｉｔ、

Ｃｌｏｇｌｏｇ和ＧＥＶ模型进行比较。这里所有的模型

均采用ＥＰＡＢＣ算法估计，并且每个待估参数都选

取标准正态分布作为先验分布。对于稳定分布模

型，待估参数为θ＝（β犮，α，β），即先验分布β犮～犖（０５，

ｄｉａｇ（１，１，１，１，１）），Φ
－１（α／２）～犖（０，１），Φ

－１（β＋

１／２）～犖（０，１）。

３．２　实验结果与分析

为了评价稳定分布模型对不平衡的模拟数据

集１和平衡的模拟数据集２的拟合效果，利用箱

线图来展示两次数值模拟实验回归系数参数β犮 的

估计误差 β犮－β

犮 分布情况，结果见图１。从图中

可以看出，稳定分布无论在估计平衡或不平衡数

据集时，β１，β２，β３，β４，β５ 的估计误差都在相当接近

０的范围内呈现小幅度波动，β犮 的整体估计较为

精确。

图１　回归系数参数β犮 的估计误差分布箱线图

Ｆｉｇ．１　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓβ犮ｗｉｔｈＡｌｐｈａｓｔａｂｌｅｌｉｎｋｍｏｄｅｌ

　　稳定分布模型在拟合Ｃｌｏｇｌｏｇ模型模拟产生的

不平衡数据集１时，模型连接函数中的特征参数α

和对称参数β的估计值和９５％置信区间（ＨＰＤＩ）分

别为α＝１．６３５（１．４３５，１．８３４），β＝ －０．１２９

（－０．５５９，０．３０１），由于Ｃｌｏｇｌｏｇ函数和Ａｌｐｈａ稳定

分布并不来自相同分布族，在Ａｌｐｈａ稳定分布中与

Ｃｌｏｇｌｏｇ函数同等的分布的真实参数未知，因此这

里只通过构建Ｃｌｏｇｌｏｇ函数分位数和Ａｌｐｈａ稳定分

布分位数的ＱＱ图来评价稳定分布模型的参数估

计效果。从图２（ａ）中可见，数据点在［－２，４］的区

间内均落在一 条直 线上，可以 认为 以 估 计 值

α＝１．６３５和β＝－０．１２９为形状参数的稳定分布模

型对 Ｃｌｏｇｌｏｇ连接函数已经提供了较好的拟合

效果。

稳定分布模型在拟合Ｐｒｏｂｉｔ模型模拟产生的

平衡数据集２时，模型连接函数中的特征参数α和

对称参数β的估计值和９５％置信区间（ＨＰＤＩ）分别

为α＝１．８７９（１．８３８，１．９２０），β＝－０．０５７（－０．３０４，

１３１
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０．１９０）。当狀＝２００时，真实值β＝０已经包含在

９５％的ＨＰＤＩ置信区间中，而对于α而言，真实值

α＝２是α取值范围（０，２］的边界，因此α的估计取

不到真实值，α＝２也不可能包含在９５％的ＨＰＤＩ置

信区间中，尽管如此，估计值α＝１．８７９已经相当接

近真实值α＝２，可以认为α的估计是比较精确的。

与此同时，还可以通过构建高斯分布分位数和

Ａｌｐｈａ稳定分布分位数的 ＱＱ图来评价稳定分布

模型对高斯分布连接函数的拟合效果，从图２（ｂ）中

可见，数据点几乎都落在一条直线上，说明以估计

值α＝１．８７９和β＝－０．０５７为形状参数的稳定分布

模型对高斯分布的连接函数拟合效果较好，α和β
的估计是精确的。

图２　稳定分布模型对Ｃｌｏｇｌｏｇ模型（ａ）和Ｐｒｏｂｉｔ模型（ｂ）近似效果的ＱＱ图

Ｆｉｇ．２　ＰｌｏｔｏｆＣｌｏｇｌｏｇ（ａ）ａｎｄＰｒｏｂｉｔ（ｂ）ｑｕａｎｔｉｌｅｓａｇａｉｎｓｔＡｌｐｈａｓｔａｂｌｅｑｕａｎｔｉｌｅｓ

　　综上所述，稳定分布模型的连接函数可以灵活

捕捉和描述数据峰度、尾部及偏度的特征，对平衡

或不平衡的数据集都能做到较为精确的估计。

３．３　模型比较与预测

参数估计以外，本文还将稳定分布模型的估计

能力与Ｌｏｇｉｔ、Ｐｒｏｂｉｔ、Ｃｌｏｇｌｏｇ和ＧＥＶ模型进行对

比。依据表１的模型比较结果，在ＤＩＣ准则方面，

稳定分布模型的ＤＩＣ值都明显小于Ｐｒｏｂｉｔ，Ｃｌｏｇｌｏｇ

和ＧＥＶ模型，说明稳定分布模型的复杂度优于其

他３个模型。

表１　模型比较结果

犜犪犫犾犲１　Ｍｏｄｅｌｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

模型
ＤＩＣ ＲＭＳＥ

模拟数据集１ 模拟数据集２ 模拟数据集１

Ｌｏｇｉｔ １４１．０４０６ １２２．０３８８ ０．４７９１

Ｐｒｏｂｉｔ １５１．６０８６ １１８．３０５７ ０．４６４５

Ｃｌｏｇｌｏｇ １４４．６３４６ １２３．８１３６ ０．４６８５

ＧＥＶ １４１．０８４９ １３６．７２２１ ０．４８４５

稳定分布 １４０．９９５０ １１６．９５２４ ０．４５９１

　　为了比较不同模型对于不平衡数据集的预测

能力，计算各模型５折交叉验证的均方根误差

（ＲＭＳＥ）并绘制其接收者操作特性曲线（ＲＯＣ），由

表１可知稳定分布模型的均方根误差最小，图３显

示稳定分布模型ＲＯＣ曲线下的面积（ＡＵＣ值）最

大，说明稳定分布模型具有最佳的预测能力。

由此可见，稳定分布模型的拟合和预测效果都

图３　模拟数据集１中各模型ＲＯＣ曲线和ＡＵＣ值

Ｆｉｇ．３　ＣｌｏｇｌｏｇＤａｔａｓｅｔ：ＲＯＣｃｕｒｖｅａｎｄＡＵＣｖａｌｕｅｏｆ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓｏｎｓｉｍｕｌａｔｅｄｄａｔａｓｅｔ

优于其他３个模型，是二元响应变量回归模型在

ＧＥＶ模型基础上的合理改进。

４　结　论

本文对广义线性模型进行推广，给出了稳定分

布模型，针对不平衡二元响应变量回归分析时，拥

有更多偏度和拖尾厚度上的灵活性。针对稳定分

布概率密度和累积分布函数没有解析表达式的特

点，还给出了ＥＰＡＢＣ的估计方法。最后通过数值

模拟实验，验证了稳定分布模型对二分类不平衡数

据的估计效果与预测能力优于 Ｌｏｇｉｔ，Ｐｒｏｂｉｔ，

Ｃｌｏｇｌｏｇ以及ＧＥＶ模型，该模型可以广泛地应用于

经济、金融、信号处理等领域。

（下转第１４２页）
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后迅速下降。转弯速度和轴质量的增加将增大

Ｍｉｓｅｓ应力和最大剪应力的极大值，并明显增加深

度小于３０ｍｍ范围内的应力值；增大曲线半径和设

置合适外轨超高则能有效降低轮轨内部的 Ｍｉｓｅｓ应

力和最大剪应力。
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